


Гамильтониан модели Изинга
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,i j - индексы, нумерующие узды кристаллической решетки;

- дискретная переменная, принимающая значения         ; 1

- магнетоны  и       - магнитное поле в узлах;i H

- энергии взаимодействия между спинами в узлах с номерами  i и j;
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Однородная «замкнутая» изинговская цепочка со взаимодействием 

ближайших соседей при отсутствии внешнего магнитного поля
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Символ Tr - обозначает сумму диагональных элементов матрицы.

Статистическая сумма
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Однородная «открытая» изинговская цепочка со взаимодействием 

ближайших соседей при отсутствии внешнего магнитного поля
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Рекуррентное соотношение для вычисления статистической суммы:

- начальное условие
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Выражение для свободной энергии очень напоминает формулу

для независимых спинов, в которой магнитное поле h заменено на

J, т.е. вместо приложенного поля стоит константа обменного

взаимодействия.
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Замкнутая изинговская цепочка со случайными 

взаимодействиями ближайших соседей в продольном 

внешнем поле. Вычисление статистической суммы методом 

трансфер-матрицы.
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Введем множители Больцмана Vn

Больцмановские множители Vn можно рассматривать, как матрицы 2 х 2 
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Каждый элемент матрицы Vn принимает вид
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номер строки, номер столбца



 1

exp ( ) exp ( )
1 1

exp ( ) exp ( )
1 1

1 1

2 2
;

1 1

2 2

;

;
n n n

J h h J h hn n n nn n

J h h J h hn n n nn n

V

   

   

  

  
 

    
 

    
    

    
    
    

    

 



1 2 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{ ... ... } { ( ; )}N n n N NZ Tr V V V V V Tr U     

1
ˆ ( ; )NU  Результирующая трансфер-матрица есть матрица 2х2.

След матрицы – сумма ее диагональных элементов. Если матрица

диагональна, то по главной диагонали стоят ее собственные значения.

Пусть все hn = h, все Jn = J и цепочка замкнута в кольцо (циклические

граничные условия)

Вычисление произведения матриц



Трансфер-матрица для однородной цепочки Изинга, 

замкнутой в кольцо

След матрицы U равен

где        - два собственных  значения  матрицы V, которые

мы находим их обычным путем:
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Статистическая сумма для однородной цепочки 

в термодинамическом пределе
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В термодинамическом пределе N → ∞ статистическая сумма 

определяется максимальным собственным значением трансфер-

матрицы
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Вычисление статистической суммы для однородной цепочки в с открытыми 

концами в продольном магнитном поле  без использования 

трансфер-матрицы
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Найдем рекуррентные соотношения для и,N NZ  1 1, :N NZ  
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Система уравнений в конечных разностях
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с граничными условиями

Частное решение ищем в виде: ;N N

N NZ Ax Bx 
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Общее решение имеет вид

Статистическая сумма конечной открытой цепочки 

(Константы A 1 и A 2 найдем из граничных условий                                      )1 12 ; 2Z ch sh   

;J H    



Свободная энергия в расчете на один спин
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Магнитная восприимчивость .
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Внутренняя энергия

Теплоемкость 
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В термодинамическом пределе (N → ∞) свободная энергия и намагниченность

однородной цепочки в расчете на один спин равны соответственно
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Если J < 0 (АФ взаимодействие) при Т = 0 имеет место квантовый 

фазовый переход первого рода по магнитному полю при µH=2|J|
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Полевая зависимость намагниченности при T=0.1 K, N=8, J=-4 K

Изучение размерных эффектов: однородная конечная цепочка, 

замкнутая в кольцо, «открытая» цепочка и бесконечная цепочка

«Открытой» цепочке – отвечает красная линия, замкнутой цепочке – синяя линия, 

бесконечной цепочке – черная линия. При Т = 0 наблюдается квантовый фазовый 

переход первого рода – скачок намагниченности при µH=2|J|
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Изучение размерных эффектов: однородная конечная цепочка, 

замкнутая в кольцо, «открытая» цепочка и бесконечная цепочка

Температурная зависимость теплоемкости

«Открытой» цепочке – отвечает красная линия, замкнутой цепочке – синяя линия, 

бесконечной цепочке – черная линия
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Внутренняя энергия и теплоемкость однородной 

бесконечной цепочки в нулевом магнитном поле
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Температурная зависимость теплоемкости 

двухуровневой системы. Аномалия Шоттки.
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Δ =2J – расстояние 

между уровнями
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Графическое и численное решение уравнения x·th[x]-1=0
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Температурная зависимость восприимчивости

Температурная зависимость намагниченности

Изучение размерных эффектов: однородная конечная цепочка, 

замкнутая в кольцо, «открытая» цепочка и бесконечная цепочка



Полевая зависимость теплоемкости при низких температурах



Цепочка Изинга с двумя подрешетками
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Результирующая трансфер-матрица
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В случае нулевого магнитного поля (H=0)

       

       

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

0

J J J J J J J J

J J J J J J J J

e e e e

e e e e

   

   





     

     

  


  

1 24
J J

ch ch
T T

 
 1 2ln ln 4

J J
f T T ch ch

T T


 
     

 

Свободная энергия   

Внутренняя энергия
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Теплоемкость



Температурные зависимости теплоемкости для 

однородных цепочек с разными константами   и для  

цепочки с двумя подрешетками при H=0
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Из рисунка видно, что два максимума для цепочки с чередующимися 

взаимодействиями непосредственно связаны с аномалией Шоттки. Таким

образом, в случае двух подрешеток (чередования взаимодействий) может 

быть две аномалии Шоттки в температурной зависимости теплоемкости 

в нулевом поле. Если же магнитное поле отлично от нуля, может появиться

и третий максимум. 



Полевая зависимость намагниченности для замкнутой цепочки с 

двумя подрешетками при 1 2 

N =  10, J1 = -8. K,  J2 = 2 K при T =  0.1 K

Конечной  цепочке – отвечает красная линия, бесконечной цепочке – черная линия

2 4 6 8
h

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

M



Температурная зависимость теплоемкости в магнитном поле для 

цепочки с двумя подрешетками
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кольцо из N =  7  спинов, J1 = -1. K,  J2 = -20. K  

µ1=µ2=  0.5,  h/µB= 7 K

Конечной  цепочке – отвечает красная линия, бесконечной цепочке – черная линия



Антиферромагнитная треугольная цепочка Изинга

Подобной структуре соответствует в рамках 

простейшей 

модели Изинга такой гамильтониан 

 
1 1

2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2 2

0 1

N N
z z z z z

i i i i i i

i i

J J J     
 

   

 

     



Элементы матрицы V будут выглядеть так
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Температурная зависимость теплоемкости для треугольной 

цепочки в нулевом магнитном поле
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Протокол работы программы
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Моделирование температурной зависимости теплоемкости в 

нулевом поле для цепочки Изинга со случайными 

взаимодействиями 


